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Tém tat. Cdc bai todn vé tinh géc giwa hai mat phang thwong it dwge dé cdp
dén trong cdc tai liu tham khdo vé bdi tdp hinh hoc khéng gian, mét sé tdi lidu c6
trinh bay dén phwong phdp gidi dang todn nay nhung chia ddy di, chwa cé hé
thong hodc cdc vi dy minh hoa chira di sirc thuyét phuc. Hon nita, ddy la dang todn
khé doi véi hoc sinh, doi héi nguoi hoc phdi ¢é kha néing tw duy, ¢6 tri tuong tuong
trong khong gian va van dung linh hogt quan h¢ vuong géc dé tim ra cach dung xac
dinh dwoc géc trong tirng treong hop cu thé. Trong bai viét nay, chiing toi co gang
hé thong phwong phap giai bai toan tinh géc gia hai mat phang cung voi cdc vi du
minh hoa nham trang bj cho hoc sinh mét sé céng cu gidi quyét khi déi mét véi bai
toan nay ciing nhw gop phd‘n phat trién tw duy cho hoc sinh.

I. Noi dung
1. Mot so khai niém goc trong khong gian

Goc gitta hai duong thang a va b 1a goc giira hai duong thang a’ va b’ cing di
qua mot diém va 1an luot song song hoic tring véi a va b.
Goc gitta duong thang a va mat phang (o) 1a goc gitta duong thang d6 va hinh chiéu
a’ cuia nd 1én mat phang (o).
Goc gitra hai mat phang (o) va (B) 1a goc giita hai duong thang a va b 1an lugt vudng
gdc v4i hai mat phang do.
Ta c6 thé tom tit qua bang va minh hoa nhu hinh 1

Goc gitra duong thang va

Géc gitta hai duong thang Goc giira hai mat phang

mat phang
Goc (a, b) = goc (a’, b”) Goc (a, o) = goc (a, 2°) Goc (a, B) = goéc (a, b)
véia’//a, b’ //b véi a’ hinh chiéu cta a 1én véia L (o), b L (B)

mit phang (o)
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Hinh 1
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Gée nhi dién: Cho hai mit phang («), (8) cit nhau theo giao tuyén a. Puong thang
a chia mdi mat phang («), () thanh hai nira mat phang. Goi (P) va (Q) 13 hai nira
mit phing twong wng thudc(«), (4). Hinh tao boi hai
nura mat pheing (P) va (Q) duoc goi 1a goc nhi dién, cac
nira mat phéng duoc goi la cac mat cua goc nhi dién,
duong thang a goi la canh cta goc nhi dién.

Mot mit phing (R) vudng goc véi dudng thang a cit
(P), (Q) theo giao tuyén p, . Goc tao boi hai nira

duong thang p, q duoc goi 1a goc phang cia goc nhi
dién (Hinh 2). Hinh 2

Tat ca goc phang cia goc nhi dién déu bang nhau, s6 do ciia goc phang nhi dién goi
la s0 do cta goc nhi dién. Vay 0 <o < 7.

2. Phwong phap giii va vi du minh hea
2.1. Sir dung cong cu hinh hoc thuan tay

Cach xac dinh goc gitra hai mat pljéng (o) va (B): quy Véqxéc dinh géc phang cua
goc nhi dién tuong (ng, Vi cha v rang goc gitra hai mat phang la géc nhon.

Khi hai mit phang (o) va (B) cat nhau theo giao tuyén A, xét mot mat phang (y) L A,
lan luot cit (o) va (B) theo giao tuyén p va q. Khi d6 goc gitta hai mat phang (o) va
(B) bang goc giita hai duong thang p va q (Hinh 1c).

Viy goc (o, B) = goc (a, b) = goc (p, 6) véi a L (), b L (B) ; v6i A = () A (B). ()
LA (@) E)=p (B) NG =a.

Ngoai ra, ta c6 thé xac dinh theo cach dung: (Ban doc ty v& hinh minh hoa)
- Tim giao tuyén a = (a) N (p).

- Dung doan AB, A€ (a), Be(f), AB L (p).

-Ké AH 1 a = AHB la goc giita hai mat phang can tim.

Vi du 1. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy ABC la tam giac déu canh a ,
SA L (ABC),SA =a+/3. Tinh sé do géc giita hai mit phing (SAB),(SBC) .

Giai: Goi H, K lan luot 1a tryc tim cuia AABC, ASBC . Ta chitng minh duoc

HK | SB= SB 1 (CIN). Vay gbc gitta (SAB),(SBC) la goc CIN (Hinh 3). Ta c6
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_ BM.BC _a

_SABN _ a\/§’ .
SB 4 SB 4

NI

aN15
.

CN =

“23 ,CI =BC* - BI” =

Ap dung dinh 1i cosin trong tam giac CIN ta co:

2 2 2
CI" + NI" -CN —L:az63026'.

CIN = =
o 2CI.NI J5

Hinh3 B

Vi du 2. ([2], tr.119) Cho hinh chop S.ABCDc6é day ABCD la hinh thoi canh a

a 6,OB:a 3

thm O SO L (ABCD), 50 = )

phang (ABC),(SBO).

. Tinh s6 do goc tao bai hai mat

Giai: Ké OH 1L BC = SH L BC nén SHO la géc phang cua goc nhi dién
(ABC),(SBC)(Hinh 4). Ta c6

OA=0C =\BC* —0B’ :é,
1 1 1 a2

= + = 0H =—.
OH® 0B*® 0cC? 3

Trong tam giac vuong SHO ta co

tan SHO = 29 — 3 = SHO = 60°.
OH
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2.2. St dung dinh li Cosin, dinh li Sin trong goc tam dién

Truéc hét dé cap dén khai niém goc tam dién, theo ([3], tr.82): Gia st a,b,c
1a ba ntra duong thang khong cung nam trong ciing mot mat phang xuat phat tir mot
diem S. Cac nua duong thang tao thanh ba goc
(a,0);(b,c);(c,a). Hinh tao bdi ba goc (a,b);(b,c);(c,a)
duoc goi 1a goc tam dién (Hinh 5). Piém S duoc goi 1a
dinh cua goc tam dién, ba nira duong thing a,0,¢ goi
1a cac canh cua goc tam dién, cac goc (a,0);(b,c);(c,a)
duoc goi la goc phéng cua goc tam di¢n. Cac nura mat
phang cua hai mat phang tao boi (a,b);(c,a) thanh mot
goc nhi dién. Goc nhi dién nay dugc goi 1a gdc nhi di¢n

cia goc tam dién, co canh a, d6i dién véi goc phang
(bc). Hinh 5

Dinh li Césin: Néu «, S, y 1a cac goc phang cua mot goc tam dién va C' 13 goc nhi
dién ddi dién véi goc phang « thi cosa = cos Scosy-+sinBsinycosC.

Dinh li Sin: Néu «, B, y 1a cac goc phang cia mot goc tam dién va A, B,C 1a goc
nhi dién d6i dién véi goc phang ciia chung thi

sing sinf siny

sinA sinB sinC’
Xem chang minh hai dinh 1i ([3], tr.83 — 85).

Tré lai vi du 1 va vi du 2, van dung dinh li ¢6sin va dinh li sin trong géc tam dién, ta
c6 thé giai bai toan nhu sau:

Vidu 1. (Hinh 3) ASAB ¢6 cos ASB = cos ASC' = @;sin ASB = %
2 2 2
ASBC c6 cos0sB = S50 =BC* T o oop 15
25B.SC 8 8

Dinh ly cosin trong goc tam dién S.ABC' ta co
cos ASC = cos ASB cos BSC + sin ASBsin BSC cos «, VoI a 1a goc gitra hai mat

phang (SAB),(SBC). Suy ra cosa = L a~632

N

152



HOQI NGHI NCKH KHOA SP TOAN-TIN THANG 05/2015

Vi du 2. (Hinh 4) Ta ching minh dugc (SBC)L(SCD) nén goc

OB 3

(SBC),(SAC)) =45". ASBO 66 sin BCA=sin BCO =42 = °.
sin sin 45°

Dinh 1y sin trong goéc tam dién C.SAB ta c6 — = — Vol a 1a goc
sin ACS sin BCA

gitra hai mat phang (ABC),(SBC). Suy ra sina = @ = a =60".

2.3. Str dung cong cu toa do

Chon hé truc toa do khéng gian thich hop. Can xac dinh goc giira hai mat
phang () c6 vecto phap tuyén (VTPT) n, = (a;b;c,) va (B) c6 VTIPT n, = (a,;b,c,) -
Khi d6

géc (a, 'B) - (nl’HQ) néu 0< (npnz) < g hOéC géC (057 ﬂ) =77 — (a> n_.z) néu
Z < (n_.p ;2) <.
2
Véi cos(n— n—) _ My aa, +bb, +cc,

’ - - .

. | \/al2 + b12 + 612 \/a22 + b22 + 022
Hay - R

n,.n ‘aa +bb +cc‘

cos(a,ﬂ):ali: 172 T T M

n

1l - |

2 2 2 2 2 2l
\/al +b1 +¢ \/aQ er2 +ec,

2

Lai lay vi du 1 & trén, ta chon hé truc toa d6 khong
gian Oxyz nhu hinh 6. Ta c6

aN3 a

A(0;0; 0),3[7;5;0]70(0; a;0),S(0;0; a'3)

Mit phang (SAB) c6 cip vecto chi phuong
AS,AB nén c6 VTPT n, = (~1;4/3;0).

Mt phang (SBC) c6 cip vecto chi phuong @,C—B nén c6 VIPT nj =(1 \/5; 1).
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cos(n yn) = =~ L ((54B),(BC)) = 63°26".

17772 \/g

Vi du 2. Chon h¢ tryc toa do khong gian Ozyz nhu sau
0(0;0,0), ( ] 00} C( a6 ] S[O oij

Mt phing (ABC) c6 phuong trinh z = 0, VTPT 5, = (0;0;1).

Mit phang (SBC) c6 phuong trinh ad =022+ y+z2=0,
a\/7 a\/7 a\/7

1

VTPT n, n, = (\/_ 2;1;1). Tu do taco cos(nl,nz)

— ((ABC),(SBC)) = 60".

2.4. St dung cong cu vecto
Cin xéc dinh goc giira hai mit phing (o) c6 VTIPT n, va (B) c6 VIPT n, .
Khi d6

, ta bién d6i trén tich v6 hudng cua hai vecto n, va n,

cos(a, f) =

Vidu 1. (Hinh 3) Ta cé HK L (SBC),CH L (SAB) nén

‘HKCH
cos((SAB),(SBC)) = .
‘HK.‘CH
2 2 2 9
Tacod BI =2 81 =2, SM* = SB”+5C° _BC™ _15a
_ gy = WY1 ’SK:SI.SBZM\/B.
2 SM 15

DatAB—aAC bSA—c V()’Iab ABACCOS6OO—E ac=bc=0.
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Ta co OH=ECN:2(AN—AC)—12L—28
3 3 3973

CK = SK -SC = 2K 50— 54+ AC) = 2K (54 + AM) (54 + AC)
SM M |
7 - 8 g 1 -
157150 15°
2
Tir dé ta c6 HK.CH = (CK _ OH).CH _CKCH-CH = —f—5,
HK = SAHM = a’\/B,C = i . Thay vao cong thirc (*) ta dugc
SM 10
1

cos((SAB),(SBC)) = —— = ((SAB),(SBC)) ~ 63"26".

{5
Nhan xét: D6i v6i phuong phap hinh hoc thuan tay, ta can phai xac dinh goc giita
hai mat phang sau d6 qua thao tac tinh toan tim ra duoc s6 do cta chung, trong khi
d6, ddi véi cach giai st dung dinh 1i césin va dinh 1i sin ta chi can van dung vao goc
tam dién thich hop chira hai mat phang can tim sé do goc giira chung ma khong can
xac dinh goc; diéu nay tuong tu ddi véi phuong phap toa @6 khi chon hé truc toa do
khong gian thich hop. Hai phuong phap nay thuong cho ta 1oi giai ngan gon va tdi
vu hon; con ddi véi phuong phap vecto, du van khong can xac dinh goc giira hai
mat phang tuy nhién viéc bién doi trén vecto khong phai 1a viéc dé dang cho hoc
sinh.

I1. Mot s6 bai tap dé nghi

BT1. Cho hinh chép S.ABC c6 day ABC la tam giac vuong can voi BA = BC = g,
SA vudng goc voi mat phang (ABC) va SA = a. Goi E, F lan luot 1a trung diém cua
cac canh AB va AC.

a) Tinh sé do cua nhi dién (SAC) va (SBC).
b) Tinh goc gitra hai mat phang (SEF) va (SBC).

BT2. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day la hinh vuong canh a va SA vudng goc mat
phiang (ABCD), SA = x. Xéc dinh x dé hai mat phang (SBC) va (SCD) tao véi nhau
mét goc 60°.
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BT3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la nira luc giac déu noi tiép duong tron
duong kinh AB = 2a, SA vudng goc voi mat phang (ABCD) va SA = a3 .

a) Tinh goc giita hai mit phang (SAD) va (SBC).

b) Tinh goc giita hai mat phang (SCD) va (SBC).
BT4. Cho tir dién ABCD c6 ABC la tam giac vuong can véi AB=AC =a; DBC la

tam giac déu, goc nhi dién canh BC ¢6 s6 do bang 30°. Tinh s do cua goc giira hai
mat phang (ABD) va (CBD), (ABD) va (ACD).

BT5. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 SA vudng goc véi mat phing (ABCD) va
SA = a\/i, day ABCD la hinh thang vuong tai A va D vai AB = 2a, AD = DC = a.

a) Tinh goc giita hai mat phang (ABC) va (SBC).

b) Tinh goc giita hai mat phang (SCD) va (SBC).

BT6. Cho hinh vuéng ABCD canh a. Tir trung diém H cta canh AB dyung SH vuédng
gdc mit phiang (ABCD) sao cho nhj dién canh AD cua hinh chép S.ABCD c¢6 sb do
bang 60°. Tinh goc giita hai mat phang (SAD) va (SCD).

BT7. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy la hinh vuong canh a, SA vuong goc mat
phang ddy. Hai diém M va N lan lugt thay d6i trén canh CB va CD, diat CM = x, CN
=y. Tim hé thirc lién hé gitra x va y dé :

a) Hai mat phang (SAM) va (SAN) tao v&i nhau goc 45°

b) Hai mat phang (SAM) va (SAN) vudng gbc véi nhau.,

1. Két luan

Bai viét da hé thong mot sd phuong phéap giai bai toan vé tinh goc giira hai mat

phang, ciing nhu 1am sang rd vi du minh hoa cho mdi phuong phap. Hi vong véi cac
phuong phap giai nay, hoc sinh ¢ thé khic phuc dugc nhitng kho khin di néu trén
d6i voi bai toan tinh goc gitta hai mit phang trong hinh hoc khong gian bang cach st

dung cong cu vecto, toa do hay dinh 1i cOsin, sin trong goc tam dién mot cach hiéu
qua va ngan gon hon.
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