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Tém tit. Trong bai bdo cdo nay, ching téi chitng minh rang do thi t -cuwc tiéu
toan phdn cua mot ham kha vi dat cuc tri tai mot diém trong khong gian
G?xR",n>1, phdi la mét mdt phang.

1. Mé dau
Trong nhirg nam gan day viéc nghién ciru va sy quan tdm dén da tap v6i mat
do duoc gia tang rat nhanh do cac irng dung ctia no trong Toan hoc va Vat 1y. Pa tap
vo1 mat do 1a mot da tap Riemann voi mot ham tron, duong, thuong duoc dung la
" duoc dung l1am trong sé cho thé tich k -chiéu, k =1,...,n (xem 1, 2, 6). Sau khi
dugc gia thém mat do, métric trén M thay d6i nhung cau tric topo cua M van duoc

gilr nguyén. Do do, n6 la mot cong cu rat hitu hiéu khi giai quyét cac bai toan lién
quan dén topd trén da tap nhu gia thuyét Poincaré va Pinh 1y tach da tap (xem 7).

Trén da tap M v&i mat do e ", Gromov d3 dé& xuit dinh nghia f -d0 cong
trung binh H, cia siéu mit ¥ boi dang thic (xem 2):
df
dN’

& d6 H, N 1an luot 1a d6 cong trung binh va vecto phap don vi ciia ¥ . Pinh nghia

H, =H+

trén da dugc kiém tra thoa méin bién phan tha nhat va tht hai cia phiém ham f -
dién tich. Tuy nhién, do cac nha nghién ciru thu¢c linh vuc nay chi tap trung lam
viéc trén cgic siéu mat nén cac khai niém hinh hoc ciia mot da tap con bat ki chua
dugc chuyén sang ngdn ngir cua mat do. Trong bai bao nay, ching t61 gidi thiéu cac
khai niém f -vecto d0 cong trung binh cho mdt mat tham so va mat f -cuc tiéu
trong khong gian R". Tir d6, chung t6i ching minh mét dinh 1y kiéu Bernstein cho
mit 2-chiéu trong khong gian G*xR", n>1,6 d6 G? 1a mat phang R? véi mat do

Gauss e )7 /27,

Cho u:R" > R™, n>2 m=>1 1a mdt ham kha vi sao cho d6 thi ¥ cua nd trén

toan bo R" 13 mot mit cyuc tiéu trong khong gian R™™. Véi didu kién ndo cua ham
u thi ¥ phai la mét n-phang? Pay la mdt trong céc bai toan dugc quan tdm nhiu
trong 1y thuyét mat cuc tiéu (xem 9). Nam 1917, Bernstein da chung minh dinh 1y
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trong truong hop U la mot ham kha vi cap 2 tir R? vao R. Pong thoi, ong du doan
rang dinh ly van dung trong trudng hop m=1 va n tong quat. Sau do, Giorgi,
Almgren va Simons lan luot ching minh dinh 1y dang cho cac truong hop
n=3, 4,5, 6, 7. Tuy nhién, bai toan trong truong hop m=1 dugc khép lai vao nam
1969 khi Bombieri, Giorgi va Giusti chi ra dugc mot dd thi cuc tiéu toan phén
khong phai la siéu phang khi n>8. Bét dau tir 46, cac nha hinh hoc quan tam dén
dinh 1y Bernstein voi dbi chiéu cao. Nam 1969, Osserman da chu:ng minh ring mot

duong cong giai tich phtrc c6 dd thi toan phan 13 mot mit cuc tiéu trong R? xR? va
xay dung dugc mot do thi toan phan cuc tiéu khong phai la duong cong giai tich
phirc. D6 1 d6 thi cia ham u:R?* - R? dugc cho bai:

u(x,y)= %(eX —3ex)(cos%,—sin%j.

Két qua mdi nhat cia bai toan 1a gia thuyét ham u kha vi cdp hai va co
Jacobian bi chan ctia Hasanis, Halila va Vlachos (xem 3).

Néu chiing ta gia thém mat do vao cac khong gian trong Pinh 1y Bernstein thi no
c6 thé dung v41 mat do nay va khong ding véi mat do khac. Vi du Pinh 1y Bernstein
ding trong khong gian Gauss (xem 10) hay khong gian tich G" x R (xem 5) va khong
dung trong khong gian R® véi mat d6 e* (xem 4). Trong bai viét, ching ti chimg
minh ré‘mg néu mot ham kha vi cép 2 U:G?* > R",n>1,¢b cuc tri dia phuong tai 1
diém va dd thi 1a f -cyc tiéu thi d6 thi ciia nd phai 1a mot mat phang,

2. Pinh Iy kiéu Bernstein trong khong gian G*xR"
2.1 f -vecto dp cong trung binh ciia mdt tham sé trong khéng gian véi mdt dp

Cho T 1a mot miat tham sd chinh qui trong khong gian R" véi mat 46 e . Voi
mdi vecto phap don vi N ctia X tai diém p, f -d@6 cong trung binh cia T tuong tng
v6i N, ky hiéu H, (N), duge dinh nghia béi:

H, (N):=H(N)+(Vf,N), (2.1)
trong d6 H(N) la d0 cong trung binh cia X tuong Gng vdi vecto phap N.
Theo (2.1), chung ta co

H, (N) = gzzbn(N)"‘gl(;Ziz;N)) 291,0,(N) +(VF,N), (2.2)

trong do (gij) va (bij) 1an luot 12 ma tran cua dang co ban thi nhét va thir hai cta

Y. Tir phwong trinh (2.2), chiing ta thay rang H, (N) 14 tuyén tinh theo N. Tir d6 suy

\ . A, . - il
ra ton tai duy nhat mét vecto H, € (TpZ) sao cho
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H (N)=(H,N), v Ne(T,x)". (2.3)
Tur (2.3), chung ta dé dang suy ra dugc
H, =H +(Vf )L.
Vecto H, duoc goila f -vecto dj cong trung binh cia £ (xem 8) tai diém p.

Néu f -vecto do cong trung binh cua X b?mg 0 tai moi diém thi nd duoc goi la mot
mat f -cuc tiéu.

Vi du. Cho &, d, 1a 2 vecto don vi, truc giao véi nhau trong khong gian
R", n>3. Khi d6, mit phang (Z): X (u,v)=Uud, +va,, (u,v) e R? 1a mot mat f -

I

cuc tiéu trong khong gian R" voi mat do Gauss e

n/2

That vay, goi &,,...,d, la cac vecto trong khong gian R" sao cho {él} la

i=1...n
mét co s& truc chuan. Voi mdi diém M (x)eX, ching ta c6 OM.g, =0, véi moi
k=3,...,nva

v (x)=V(Ix[ 12)=(x).
Do do, chung ta dugc:

Vf(M):ZZ:(éi,VDéiJr (&, Vf)a,

n

i=1 k=3
2

— Z(
i=1

Tur do, chung ta suy ra (Vf )L =0.

. OM)a..

jab]

Miit khac, ching ta lai coH =0. Do do H, =0.

Trong 9, Osserman di xay dung phuong trinh Lagrange cho mit cuc tiéu trong
khong gian R". Thuc hién tinh toan hoan toan twong tu, ching ta dugc dinh 1y sau.

2.2 Dinh ly. Cho u:D c R? 5> R", n>1, la mét ham kha vi dwoc xdc dinh boi
U (X%, ) = (U (X % )s s Unp (%1, %)), (%, %,) € D.
Khi d6, do thi 3 ciia ham u trén D la mét mat T -cuc tiéu trong khong gian R™?2
véi mdt do e ' khi va chi khi
o%u o%u o%u of ou, of ou, of
2k+911 3 912—k+d6t<gij) -
OX; OX, OX OX ~ OX, OX,

j =0, (2.4)

o2 T oxox,
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voimoi K=3,....N+2. Odo, §,1,0;,0y,9,, la cic hé s6 ciia dang co ban thir nhat
duwoc xac dinh boi:

2
ou
_+_ —_—

OX,

ou ou

ou ‘
- | 9122921:&6_)(2’ 0, =

01 =1+

2 2
Chon f = % thay vao dang thirc (2.4), ching ta duoc hé qua sau.

2.3 H¢ qud. Mdt tham s6 3 la T -cuee tiéu trong G* xR" khi va chi khi

o°u o’u o°u, ou
92 X1k+911 Xk 2912 Xlﬁ _det( )[_X:Xi"'_kxj 0,

2

voimoi K=3,....n+2.

2.4 Dinh ly (Pinh ly kiéu Bernstein trong G*xRR"). Trong khong gian G?xR", cho
Y la mot mat f -cuc tiéu, dwoc xdac dinh boi tham so

X(vaz):(xi’ Xy u3(x1,xz),...,un+2(x1,xz)), (X, %;) eR%

Khi db, néu ton tai bé (Xlo, XS) trén R?sao cho U, dat cuc tri tai (Xf, Xg) VOi

moi K=3,...,N+2, thi ¥ la mét mdt phang song song hodc triing véi mdt phang
=0,k=3,...,n+2.

Chirng minh. Chiing ta xét toan tor L duoc xac dinh boi:

= S 0y -tet(a) 3

i,j=1

Khi d6, theo Hé qua 2.3, L(uk):O, k=3,...,n+2. Mat khac, do ma trin

( 9 _g“j 1a x4c dinh dwong nén L 1a déu elliptic trén R?.
—0p 92
Vé6i moi diém (X,,%,) € R?, chung ta dat r =d ((Xv XZ),<X10, Xg))+l. Ap dung
nguyén 1y cuc dai cho toan tir L dbi v6i cac ham u, trong hinh cau tdm (X, %) ban
kinh r, chung ta thu duogc U, (X, X,) =U, (X, X5), véimoi k =3,...,n+2. Do d0, cac
ham u, la hang. Tc 13 £ 13 mot mat phing song song hodc tring véi mit phang
=0,k=3,...,n+2.
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