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Tóm tắt. Bài viết giới thiệu về hệ thống hàng đợi trong các hệ thống phục vụ 

khách hàng. 

 

1. Mở đầu 

Lý thuyết về hệ thống hàng đợi là lý thuyết được nghiên cứu rộng rãi từ thế kỉ 20 

và được ứng dụng trong nhiều lĩnh vực như bưu chính viễn thông, hàng không, 

đường sắt, kiểm soát lưu lượng giao thông, đánh giá hiệu năng hệ thống máy tính, y 

tế và chăm sóc sức khỏe, kinh doanh mua bán… Trong nhiều hệ thống phục vụ, 

khách hàng phải dùng chung tài nguyên, phải chờ để được phục vụ và đôi khi bị từ 

chối phục vụ. Lý thuyết hệ thống hàng đợi giúp các định và tìm các phương án tối 

ưu để hệ thống phục vụ tốt nhất và lợi nhuận cao nhất. Trên cơ sở toán học, hệ thống 

hàng đợi là hệ thống biến động theo thời gian và các trạng thái của nó phát sinh 

ngẫu nhiên. Chính vì thế phương pháp giải quyết các bài toán trên mô hình hàng đợi 

chủ yếu dựa vào phân tích các quá trình ngẫu nhiên độc lập làm hệ thống thay đổi 

trạng thái liên tục theo thời gian. Bài viết sẽ giới thiệu về lý thuyết thú vị này. 

2. Nội dung 

2.1 Một số kiến thức chuẩn bị 

2.1.1  Biến ngẫu nhiên và một số phân phối xác suất thường gặp 

      Biến ngẫu nhiên là một khái niệm quan trọng trong xác suất thống kê. Một cách 

giản lược, biến ngẫu nhiên còn gọi là đại lượng ngẫu nhiên, được hiểu là biến nhận 

giá trị tùy thuộc vào kết quả của phép thử (phép đo, quan sát, thí nghiệm) mà không 

thể đoán trước được. 

      Biến ngẫu nhiên chia làm hai loại: rời rạc và liên tục. Biến rời rạc là biến ngẫu 

nhiên nhận các giá trị từ một tập hợp hữu hạn hoặc đếm được. Biến liên tục là biến 

ngẫu nhiên nhận giá trị trên một tập con liên tục của tập số thực. 

2.1.2  Một số phân phố xác suất thường gặp 

- Phân phối Poisson: Một biến ngẫu nhiên X  được gọi là có phân bố Poisson với 

tham số  , nếu các giá trị của nó là các số nguyên không âm và với mọi k   ta 

có:  ( )
!

k

P X k e
k

    
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Biến ngẫu nhiên X  có phân phối Poisson với tham số   dùng để đếm số lần xuất 

hiện của đối tượng quan sát trong một khoảng thời gian đã được xác định trước. Giá 

trị trung bình của X  là ( )E X  . 

- Phân phối mũ: Biến ngẫu nhiên X  gọi là có phân phối mũ với tham số   nếu 

X  là biến ngẫu nhiên liên tục, nhận giá trị không âm với hàm mật độ xác suất là 

( ) xf x e   . 

Nếu như biến ngẫu nhiên có phân phối Poisson dùng để đếm số lần xuất hiện của 

đối tượng trong một khoảng thời gian đã được xác định trước thì biến ngẫu nhiên có 

phân phối mũ dùng để xét khoảng thời gian xuất hiện giữa hai lần xuất hiện liên tiếp 

của đối tượng. Giá trị trung bình của biến ngẫu nhiên X  có phân phối mũ với tham 

số   là 
1

( )E X


 . 

2.2 Hệ thống hàng đợi 

2.2.1 Giới thiệu về hệ thống hàng đợi 

        Hệ thống hàng đợi được xây dựng nhằm phục vụ các nhu cầu phát sinh từ một 

quần thể nhất định. Chẳng hạn: quầy bán hàng, dịch vụ du lịch, ngân hàng, việc 

đăng ký học tập của sinh viên ở phòng đào tạo,… Như vậy hệ thống hàng đợi bao 

gồm bộ phận tiếp nhận khách hàng, các trạm phục vụ khách hàng và bộ phận phát 

sinh từ ngoài vào là lượng khách hàng đến hệ thống. Hai bộ phận này kết hợp với 

nhau tạo ra hoạt động của hệ thống hàng đợi: thời gian phục vụ khách hàng, số 

khách hàng chờ được phục vụ tạo thành hàng đợi, quy tắc phục vụ khách hàng như 

thế nào là hợp lý,… 

Người quản lý phải xác định cho được những chi phí vô ích. Những chi phí này tạo 

thành tính không hiệu quả của hệ thống. Có hai loại chi phí vô ích: 

- Chi phí của khách hàng phải chờ trong hệ thống trước khi được phục vụ. Chi 

phí này có thể hiểu tương đương là trong cùng một thời gian quản lý T nếu khách 

hàng chờ càng lâu thì lượng khách hàng được phục vụ trong khoảng thời gian T 

giảm. 

- Chi phí do các trạm phục vụ khách hàng nhưng không có khách hàng. 

Hai loại chi phí này ngược nhau: nếu giảm chi phí vô ích từ khách hàng thì phải 

tăng chi phí vô ích từ việc phải tăng số trạm phục vụ và ngược lại. Hiệu quả hoạt 

động của hệ thống cần phải cân đối hai loại chi phí này một cách hợp lý. 

Để tìm giải pháp tốt nhất cho hoạt động của hệ thống, ta cần xác định các tham 

số quan trọng trong hệ thống hàng đợi như sau: 

Tham số 1: Tham số đặc trưng cho phân phối khách hàng đi tới hệ thống. 

Tham số 2: Tham số đại diện cho phân phối thời gian phục vụ khách hàng. 

Tham số 3: Tham số s là tham số số trạm phục vụ khách hàng. 
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Tham số 4: Tham số k giới hạn sức chứa của hệ thống đối với số khách hàng phải đợi. 

Tham số 5: Tham số m mô tả lực lượng của quần thể nơi mà khách hàng phát sinh. 

(có thể vô hạn hoặc hữu hạn). 

Các tham số trên được sắp xếp theo mức độ quan trọng của tham số đó trong hệ 

thống. 

2.2.2 Các giá trị trung bình quan trọng của hệ thống hàng đợi, chi phí vô ích 

         Trong hệ thống hàng đợi dễ dàng nhìn thấy 2 quá trình ngẫu nhiên độc lập: quá 

trình khách hàng xuất hiện ở đầu vào hệ thống và quá trình phục vụ khách hàng tại 

đầu ra của hệ thống. 

Ngoài ra số khách hàng trong hệ thống biến động từ thời điểm này sang thời điểm 

khác, tạo thành quá trình ngẫu nhiên đặc trưng cho hệ thống, ký hiệu { }t t TX 
. 

(Bài viết giới hạn chỉ xét tính dừng của quá trình nghĩa là giả sử ,tX Z t  , khi 

đó Z là số khách hàng trong hệ thống ở chế độ dừng) 

Mục tiêu của việc xây dựng mô hình là để xác định phân phối dừng Z  dựa vào phân 

phối xác suất ở đầu vào và phân phối xác suất ở đầu ra của hệ thống. Nhìn chung các 

phân phối này rất đa dạng. Bài viết xem xét hệ thống hàng đợi với: 

- Số khách hàng xuất hiện trong một đơn vị thời gian 1d   tuân theo phân phối 

Poisson với tham số  , ( )P  . 

- Thời gian phục vụ khách hàng ở tất cả các trạm là như nhau và tuân theo phân 

phối mũ với tham số  , ( )E  . 

Xét không gian trạng thái của hệ thống là {0,1,2,..., ,...}E k . Khi đó ta cần xác định 

( ) , 0,1,2,...kP Z k q k   .Đồ thị cân bằng mô tả sự biến động của Z : 

 

Hình 1: Đồ thị cân bằng 

Với 0k   

Luồng ra bằng 
0q  , luồng vào bằng 

1q  . Cân bằng luồng ta được: 

0q  =
1q  1 0q q




  , đặt 1 0q q


 


    

Bằng phương pháp quy nạp ta chỉ ra được 0 ,
!

k

kq q k s
k


   ( s : số trạm phục vụ) 

Với k s  

Luồng ra bằng 
s sq q s  , luồng vào bằng 

1 1s sq q s   . Cân bằng luồng ta được: 
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1

1 0
. !

s

sq q
s s

 

  . 

Bằng quy nạp ta chứng minh được 0 , 1,2,...
. !

s m

s m m
q q m

s s

 

    

Vì ( ) , 0,1,2,...kP Z k q k   nên ta có 
0 1 ... ... 1kq q q     . Ta tìm được 

0 1

0

1

!
1

k ss

k

q

k

s

 














 

và từ phân phối của Z ta tìm được số khách hàng trung bình trong hệ thống là: 
1

0( )

. !(1 )

s

s

q
E Z n

s s
s








  



 

Luật Little: Xét các biến ngẫu nhiên: 

 T : khoảng thời gian ngẫu nhiên xuất hiện 1 khách hàng. 

 Z : số lượng khách hàng phát sinh trong T thời gian. 

 W : số lượng khách hàng phát sinh trong một đơn vị thời gian. 

Khi đó dễ thấy Z WT . 

Luật Little phát biểu: ( ) ( ) ( )E Z E W E T . 

Ta sẽ sử dụng luật Little để tính một số trung bình cần thiết như sau: 

- Số khách hàng trong hệ thống là Z , thời gian ở trong hệ thống của 1 khách 

hàng là T . 

 Đặt ( )E Z n , ( )E W  , ( )E T t . Theo luật Little ta có: ( )
n

E T t


   

- Số khách hàng đang được phục vụ là G và thời gian phục vụ cho 1 khách hàng 

là 
sT . 

Đặt ( )E G g , ( )s sE T t . Ta có: 

( )s s

g
E T t


  , mặt khác ta lại có 

1
( )s sE T t


   nên g





  . (dễ thấy  chính là 

hiệu suất phục vụ trong hệ thống). 

- Số khách hàng chờ là Y  và thời gian chờ của 1 khách hàng là fT . 

Đặt ( )E Y m , ( )f fE T t . Khi đó ta có: 

( )f f

m
E T t


  ,  mặt khác ta có n m g m      nên 

1
.f

n
t

 
   

- Tính chi phí vô ích trong hệ thống hàng đợi: 

Ta sẽ tính các chi phí vô ích trong hệ thống hàng đợi như sau: 
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+ Thời gian chờ của khách hàng càng lâu thì chi phí vô ích càng lớn với đơn giá 

là 
1c . 

+ Trạm phục vụ ngồi không càng lâu thì chi phí vô ích cũng tăng lên, với đơn giá 

2c . 

Yêu cầu: So sánh lợi nhuận và tổng hai loại chi phí vô ích trên để quyết định tổ chức 

bao nhiêu trạm phục vụ là tối ưu. 

Đặt: 'T  là khoảng thời gian quản lý hệ thống, s  là số trạm phục vụ. 

Tổng chi phí vô ích do khách hàng trong hệ thống có s trạm phục vụ: 'ft T  

Tổng chi phí vô ích do phục vụ phát sinh với s trạm phục vụ: 2 'c T  

Tổng hai loại chi phí vô ích là ( )I s  'ft T + 2 'c T .  

( )I s  là mục tiêu cần xử lý với s  tốt nhất.  
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